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本解説文について
本資料は，「データ同化実習」でデータ同化の基礎理論について触れたあと，大自由度系のデータ

同化を行う際に一度は悩んでしまう背景誤差共分散B(カルマンフィルタ系列の手法ではPf と書く
ことが多い)の扱いについて学ぶためのものである．教科書的には，カルマンフィルタ系列の手法や
アジョイント法を実際の問題に適用するためには，B−1を計算することが必要となるが，大自由度
系では直接的に逆行列を得ることが非常に困難であり，そもそも，Bが正則でないためにB−1が存
在しない場合も多い1．
本資料では，データ同化における背景誤差共分散の必要性について簡単に触れ，現実的な実装にお

いて利用されているいくつかの方法について紹介する．簡単のため，観測演算子は線形の観測行列で
表されるとし，観測される量はそのままモデル変数に対応しており，内挿やリトリーバルを介さない
とする．
また，以下の文章では基本的に「データ同化実習」と同じ記号を用いている．

1 なぜ背景誤差分散が必要か？
そもそも，背景誤差共分散行列Bは，なぜ必要なのだろう？そのひとつの答えは「解が一つに定

まらないから」である．観測値の数は一般に解析値として求められる変数の数よりも圧倒的に少な
い．そのため，観測値との差がゼロとなる解析値を探索しようとすると，数学的には解が一つに定ま
らないことになる2．また，別の答え方として「観測が存在しない地点で第一推定値からあまりにも
大きくずれた解析値が得られた場合には，解析値を不適なものとして扱わなければならない」とも言
える．例えば，観測がある地点でぴったりと観測値と解析値が合うからと言って，観測がない地点の
地上気温が 100度になってはいけない．さらにいうと「背景誤差共分散を用いることにより，観測点
から離れた地点でも改善が見込まれる」という言い方もできる．例えば，ある観測点で東西風速の観
測が得られて東風を強めるような修正がかかるとき，その周囲でも東風を一定の割合で強めること
は自然だし，地衡風平衡・静水圧平衡が期待できる現象・時間スケールを扱うとき，力学的な根拠に
基づいて南北風速や温度変化を修正することは情報を有効に生かすことになる．観測値の情報をも
とに抽出される解析インクリメント (解析値と第一推定値の差)の構造は 4次元データ同化の場合M

とBの両方に依存するため，Bの適切な設定は欠かすことのできないものである．
実際に背景誤差共分散行列Bをどのように構成するかについては，距離に応じて誤差共分散を小

さくするだけの単純なものから，教科書にあるようにコバリアンスマッチングなどを用いるものな
どさまざまな方法がある．現業機関の気象学におけるデータ同化では，Bの構成法として，異なる

1そういう意味では，私 (伊藤)はB−1 という表現は，単に概念を表しているに過ぎないと考えている．
2では，背景誤差共分散行列を加えると，どのような問題を解いたことになるのか，というのは結構ややこしい話に

なる．興味のある人は，Johnson et al.(2005; QJRMS)や私 (伊藤)のホームページにある「逆問題としてのデータ同化」
(http://www.itonwp.sci.u-ryukyu.ac.jp/distribution.html)を参照いただきたい．
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初期時刻から計算を開始して同じ評価時刻で得られた「差」をたくさん集めて統計処理するNMC法
(Parrish and Derber, 1992)と呼ばれる方法が長らく使われているが，近年ではアンサンブルランの
結果を基に時々刻々変化するBを適用する現業機関も増えてきている (Lorenc, 2003)．特に，アンサ
ンブルカルマンフィルタの結果をもとに構成されたBを使って 4次元変分法を実行する同化手法は
Hybrid EnKF-4DVAR法と呼ばれている．

2 背景誤差共分散の逆行列の扱い方
冒頭で述べたように，背景誤差共分散行列の逆行列B−1は大自由度系においては求めることが現

実的ではない，あるいは，逆行列自体が存在しないことも珍しくない．そのため，これを回避するた
めの方法が必要となる．そのうち，いくつか代表的なものを挙げると

• 単位行列で近似 (簡便ではあるが誤差相関の情報を生かせない)

• B1/2やアンサンブル変換行列を用いた変換

• 特異値分解を利用し一般化逆行列で近似

といったものがある．ここでは変換を用いる方法と一般化逆行列による近似について述べる．既存の
システムでは，本資料で示す以上の改良がくわえられていたり，ユーザーがこれらの操作を意識しな
くてもデータ同化が行えるようになっていることも多いが，いずれにせよBの扱いに関して，基礎
的な知識を身につけておくことは重要である．

2.1 変分法におけるB1/2を用いた変数変換

背景誤差共分散行列の逆行列B−1を計算しないで済む方法として，B1/2を使って，制御変数を変
換するという手法がある3．ここでは 4次元変分法の初期値を制御することを例にとって解説する．も
し，3次元変分法に適用したい場合には，以下の式を t = 0とし，M = Iとすればよい．具体的な変
換方法としては，δx0 ≡ x0,iterk − x0,iter0(x0,iter0は xbに等しい)及び δx0 = B1/2δv0と変換し，ここで
現れた δv0を制御変数とする4．これにより，評価関数 J 及びは評価関数の δv0に対する勾配は，
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3Bが半正定値行列であるときには，B = B1/2(B1/2)T を満たす平方根行列と呼ばれる行列が存在する．BがUDUT

と固有値分解できるなら，B1/2 = UD1/2 である．
4インクリメンタルアプローチを施すときは δx0 ≡ x0,iter(k+1) − x0,iterk などをとる．
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のように変形できる．ここで，dt ≡ yt −Hxtは観測値と第一推定値との差を表すベクトルで，イノ
ベーションと呼ばれる．ここでは，評価関数の一項目を Jb項とし，二項目を Jo項と呼ぶことにする．
Jo項の x0に対する勾配 (例えば，教科書 p.102)と Jo項の v0に対する勾配を見比べてみると，

∂Jo
∂δv0

= BT/2 ∂Jo
∂δx0

(5)

という関係にあることが分かる．
実際の計算手続きとしては以下のようなものが考えられる．

(1) Jo項及び Jo項の δx0に対する勾配 ∂Jo/∂δx0をアジョイントモデルを用いて計算する．
(2) ∂Jo/∂δv0 = BT/2∂Jo/∂δx0を使って，新しい制御変数 δv0に対する勾配を計算
(3)Jb項及び Jb項の勾配の計算を行う．そのためには，δv0を計算すればよいが，1回目のイテレー

ションにおいては δv0 = 0であり (δv0の定義を思い出そう)，2回目のイテレーション以降では，(4)

によって計算されたものを用いる．
(4) J，δv0，∂J/∂δv0を最適化アルゴリズムに渡して，推定される δv0を更新する．
(5) δx0 = B1/2δv0によって，δx0を更新する．

この (1)-(5)の手続きを計算が収束するまで繰り返す．こうすることによって，Bの逆行列B−1の
計算を回避し，B1/2を利用した計算を行うことができる．

2.2 アンサンブルカルマンフィルタにおける変数変換の例

アンサンブルカルマンフィルタにおいては，複数の変数変換の方法が提案されている．その中で
も，ここでは，三好 (2008, 気象研究ノート)に従い，局所アンサンブル変換カルマンフィルタ行列に
おける変数変換について述べる．
この方法では，解析値Xa

t と第一推定値Xf
t との間に

Xa
t = Xf

tT (6)

となるようなN ×Nの行列Tを作用させる．このTはアンサンブル変換行列とも呼ばれる．ここで，
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である．
このとき，カルマンフィルタの更新に関する式，
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T を代入し，Sherman-

Morrison-Woodburyの式5を用いて，アンサンブル変換行列についてこれを整理すると，
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5(A+UCV)−1 = A−1−A−1U(C−1+VA−1U)−1VA−1という恒等式．教科書 (A.12)式に等価な式が載っている．
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となる．この時点では，まだ，逆行列の計算が残っているが，すでに解くべき逆行列のサイズはN×N

となっている．さらに，
I+ (HXf

t )
TR−1

t HXf
t = UDUT (11)

となる固有値分解を施し，UUT = I，すなわち，U−1 = UT となることを使えば，

T = UD−1/2UT (12)

としてTを得ることができる．結局，逆行列を解かずに，たかだかアンサンブルメンバー数程度の
サイズの行と列を持つ行列の固有値分解を解くという問題に帰着される．

2.3 特異値分解を用いた一般化逆行列の利用

Bを特異値分解し，Moore-Penrose型の一般化逆行列 (疑似逆行列ともいう；以下，単に一般化逆
行列6と言う)B−I を逆行列B−1の代わりに使うのも現実的な実装方法の一つである．
ここでは，Bが

B = UDVT =
m∑
l=1

ulλlv
T
l (13)

のように特異値分解されるとする．ul,vlは特異値 λlに対応した左特異ベクトルと右特異ベクトルで
ある．以下，簡単のため，λlは非負の特異値が大きいものから順に並べられているとする．また，D

は対角成分以外はゼロ行列で，対角成分には非負の特異値 λlが大きいものから順に収められている．
UとVは，対応した特異ベクトルからなる行列である．
このとき，一般化逆行列B−I は

B−I = VD−IUT =
m∑
l=1

vlλ
−1
l uT

l (14)

と表される．また，D−IはDのゼロ成分以外を逆数で置き換え，それ以外をゼロとする行列である．
Bに逆行列が存在しないような場合であっても，一般化逆行列は必ず存在し，計算することができる．
ただし，式 (14)において非常に小さい特異値の逆数に関わる計算をしてしまうと，計算安定性の

観点からあまりよろしくない（本来ノイズであるべきモードが増幅される）．そこで，実際には，B

のうち，特異値の大きなものからm′個を選び，m′ + 1番目以降の小さな特異値を 0として再構成し
た B̂を代わりに用いることも一般的である7．すなわち，

B̂ = UD̂VT =
m′∑
l=1

ulλlv
T
l (15)

というBの近似行列 B̂に対し，

B̂
−I

= VD̂
−I
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−1
l uT

l (16)

6A の Moore-Penrose 型一般化逆行列 A−I とは，A の随伴行列を A∗ と表すことにすると，AA−IA = A，
A−IAA−I = A−I，(AA−I)∗ = AA−I，(A−IA)∗ = A−IA を満たすものであり，ただ一つに定まる．A が正則の
ときには，逆行列A−1がこの条件を満たしていることから，逆行列の一般化となっていることが分かる．また，一般化
逆行列と呼ばれるものには何種類かあるが，Moore-Penrose型一般化逆行列が最もよく使われる (?)．

7近似行列のランクを定めたとき，B̂は，もとの行列Bとの行列の要素の差の二乗和が最小となる行列であることが
証明できる (証明は略)．
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という一般化逆行列を考え，これを逆行列の代わりとして用いる．ただし，D̂
−I
はD−I の対角成分

のうちm′ + 1番目より小さい特異値をすべてゼロとした行列である．このような低ランク行列によ
る近似には，計算安定性を確保するだけでなく計算時間を短縮できるという点でも実用的な利点が
ある．

3 Lorenz96モデル
4次元変分法においてB1/2を用いて変数変換する方法について，サンプルプログラムに示してい

る．基礎方程式は以下の式で示される Lorenz(1996)の式である．これを時間方向にオイラー法で差
分している．

dxi

dt
= −xi−2xi−1 + xi−1xi+1 − xi + F (17)

自由度は 40，F=8とする。初期条件としては，あらかじめ積分して計算結果を得ておき，積分時
間が異なる 2つの結果を真の値・第一推定値として与えている．これを基にして，いくつかの問題に
挑戦してみよう。

• 3次元変分法との比較

• 背景誤差共分散行列の平方根の設定を変更し，実際に結果が変わることを確認

• 局所アンサンブル変換カルマンフィルタや特異値分解による背景誤差共分散行列の設定の実装

• ハイブリッド法の実装
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